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Eulerova formula, Platonovské mnohosteny a lopty

Najskor trochu tedrie o konvexnych mnohostenoch a ich grafoch. V pra-
ci podstatnym spdsobom budeme vyuzivat dve vety, ktoré ktora vyjadruja
suvis medzi kombinatorickymi a metrickymi vlastnostami mnohostenov. V
roku 1927 bola uverejnena Steinitzova veta: Ak G je planarny vrcholovo
3-suvisly graf (t.j. vynechanim dvoch TubovoInych vrcholov a hrén, s kto-
rymi inciduji, ostane suvislym grafom), tak existuje konvexny mnohosten s
rovnakymi typmi stien a vrcholov.

Budeme vraviet, Ze graf a prislusny mnohosten si kombinatoricky izo-
morfné. Neskor bola publikovanid Maniho veta podla ktorej navySe plati,
7e existuje kombinatoriky izomorfny mnohosten, ktory méa grupu symetrii
izomorfni s grupou automorfizmov prislu§ného polyedrického grafu.

Tieto vety nAm umoznuji to, Ze namiesto popisu mnohostenov s uvadza-
nymi vlastnostami, staci zostrojit prislusné obrazky. Na loptu sa budeme
divat ako na konvexny mnohosten.

Ak vnorime suvisly planarny graf do roviny, tak tento graf rozdeli rovinu
na suvislé oblasti. Oblast ohrani¢eni k-hranami budeme nazyvat k-uholnik
a vrchol, z ktorého vychadza k hran budeme nazyvat k-valentng vrchol.

Ak postupne oznac¢ime symbolmi s, h, v pocet stien, pocet hran a vrcholov
konvexného mnohostena, tak pre tieto symboly plati znAma Eulerova formula

s—h+v=2.

Ak oznacime symbolmi s; a vy pocet k-uholnikov a k-valentnych vrcholov
(vrcholov k-teho stupiia), tak plati

SZZSk7U:ZUk a 2h:Zk3k:Zkvk.
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Po vynéasobeni Eulerovej formuly Siestimi a dosadeni z tychto vztahov

dostaneme

(6s — 2h) +2(3v — 2h) = 12,

GZsi—stk—l—Z(ZZSvk—Zk:vk) =12,

3<k 3<k 3<k 3<k
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Podobnym sp6sobom mézeme odvodit vztah

2(4 — k)(Sk + Uk) = 8. (**)

3<k

Posledné dva vztahy st nutnymi podmienkami pre existenciu konvexného
mnohostena. (V8imnite si, prvy vztah neobmedzuje pocet 6-uholnikov a 3-
valentnych vrcholov a druhy prvky 4.stupiia.) Z tychto podmienok vyplyvaju
vztahy

383+284+S5 >12 a S3+vg > 8.

Z tychto dvoch vztahov vyplyva, Ze kaZdy pravidelny mnohosten (mno-
hosten, ktory ma vSetky steny a hrany rovnakého typu) moze sa skladat len
zo stien a vrcholov stupna najviac 5. NavySe, ak nie je vytvoreny z troj-
uholnikov, tak jeho vrcholy musia byt 3-valentné. Z uvedenych vzfahov bez-
prostredne vyplyvaji nutné podmienky pre existenciu pravidelnych konvex-
nych mnohostenov. Existuje prave 5 pravidelnych konvexnych mnohostenov
- Stvorsten, kocka, osemsten, dvanatsten, dvadsatsten (tetrahedron, hexahed-
ron, octahedron, dodecahedron, icosahedron).

Kombinatorické struktiary 16pt.

V poslednych 30-tich rokoch minulého storocia sa pouzivala lopta, ktora
sa skladé len z patuholnikov, Sestuholnikov a vSetky vrcholy st 3-valentné. Z
uvedeného bezprostredne vyplyva, 7e takidto sa musi skladat z prave 12 pét-
uholnikov a pocet Sestuholnikov nie je fiou obmedzeny. Pretoze podmienka je
nutné, ale nie postacujtca, pre pocty stien mozeme sa pytat na to, kol'ko moze
mat lopta Sestuholnikov. Z préac publikovanych v druhej polovici minulého
storodia vyplyva, Ze pocet Sestuholnikov moze byt Iubovolny, okrem jedného
(poezri 2], str. 61.)

Obréazok 1: Dve transformécie



Ak lopta vznikla z pravidelného mnohostena, tak si poc¢ty k-uholnikov
st nasobkami poctu stien, resp. poctu vrcholov vychodzieho mnohostena.
Pretoze uvazujeme len konStruk¢éné kroky, ktoré zachovavaju vSetky roviny
simernosti si aj ich grupy symetrii rovnaké.

Ak méme dany rovinny graf mnohostena (na obrazku 1 st pévodné grafy
nakreslené prerusovanymi ¢iarami), tak z nech méZeme vytvorit novy graf,
ktory bude obsahovat rovnaky pocet k-uholnikov a nové Sestuholniky. Na
obrazku 1 si nakreslené dve transformécie, ktorymi mozeme vytvorit nové
grafy (nakreslené hrubymi ¢iarami.) Na prvom st nahradené vsetky vrcho-
ly povodného grafu Sestuholnikmi a na druhom vSetky hrany 6-uholnikmi,
pricom vsetky vrcholy novych grafov su stupia 3.
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Obrézok 2: Dodecaeder

Na obrazku 2 (vlavo) je nakreslené transformécia, pomocou ktorej vznik-
ne zo §tvorstena mnohosten kombinatoricky izomorfny (majici rovnaké pocéty
a typy stien) s futbalovou loptou Jabulani. Na tomto obrazku vpravo si lop-
ty, ktoré vznikli z kocky pouzitim uvedenych transformacii. Vpravo je lopta,
ktora je kombinatoricky izomorfné s loptou, ktort pouzivaji vo volejbale.

Vratme sa ku Strukture "klasickej" futbalovej lopty - tato vznikla z 12-
stena a kocky tak, Ze vSetky vrcholy sa nahradili Sestuholnikmi (obr.3). Pre-
toze 12-sten ma 20 vrcholov futbalova lopta sa sklada z prave 12 patuholni-
kov a 20 Sestuholnikov. Uvedeny postup ndhrady vrcholov stenami moZzeme
zopakovat aj na grafe lopty a ziskame loptu z 12 patuholnikov a 70 Sestu-
holnikov. Opakovanim tychto transformécii dostaneme mnohosten s velkym
po¢tom Sestuholnikov a prave 12 patuholnikmi. (Poznamka: Futbalovi loptu
dostaneme aj z 20-stena "odrezanim" vSetkych vrcholov.)

Pouzitim druhej transforméacie (na obr. 2 vpravo) vznikne z dvanastste-
na lopta, ktord sa sklada z 12 patuholnikov a 30 Sestuholnikov. Namiesto
vrcholov sme 6-uholnikmi "nahradili" hrany 12-stena. Vychadzajic z kocky
dostaneme volejbalovi loptu. (Poznamka: Volejbalova loptu dostaneme aj
z 8-stena "odrezanim" v8etkych vrcholov.) V dvadsiatych rokoch minulého
storodia sa pouzivali takéto lopty aj vo futbale.

A7 do konca minulého storocia plast lopty bol zosity z kuskov koze.



Obréazok 3: Futbalova lopta

7 praktickych dovodov st v jednom mieste zoSité najviac tri kisky koze.

Prvé futbalové lopty z 19-teho storocia boli vytvorené dvojuholnikov, kto-
ré boli zosité v dvoch vrcholoch. (Takuto $truktiru maja dnes lopty, ktoré
sa pouzivaju v rugby.) V spolo¢nych vrcholoch vSetkych dvojuholnikov mala
lopta iné fyzikalne vlastnosti (bola tvrdsia.) Neskor boli vSetky ostatné lopty
boli usité tak, aby sa v jednom mieste spajali len tri kisky koze. Toto viedlo
k tomu, Ze lopty boli vytvarane z dvoch 8-uholnikov a 8 stvoruholnikov, pri-
padne inych n-bokych hranolov. Tieto lopty boli kombinatoricky izomorfné
s n-bokym hranolom pre n = 8, 12.

Neskor sa pouzivali lopty, ktoré vznikni z kocky §tyrmi roznymi spésobmi
(pozri obrazok 4, kde hrubymi ¢iarami je nakreslena jedna stena kocky a €asti
susediacich hréan):
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Obréazok 4: Konstrukcie
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Obrazok 5: Konstrukcie



1. Na kazdej hrane zvolime novy vrchol a tieto vrcholy spojime Siestimi
hranami tak, aby z jedného Stvorca vznikli dva 5-uholniky. Takato lopta je
kombinatoricky izomorfna s 12-stenom.

la. Firma Adidas vyrobila futbalovii loptu GrassrootsProgramme, ktora
sa sklada zo 4 trojuholnikov a 12 sedem uholnikov. PrisluSny mnohosten
dostaneme tak, ze nahradime v8etky vrcholy vychodnej kocky trojuholnikmi.

2. Na kazdej hrane zvolime dva nové vrcholy a tieto spojime dvanés-
timi hranami tak, aby z jedného Stvorca vznikli jeden $tvoruholnik a dva
6-uholniky. Takato lopta je kombinatoricky izomorfn4d mnohostenu, ktory
vznikne z kocky pouzitim druhej transformacie, ktora je na obrazku 2 vpra-
Vo.

3. Vychadzajme z mnohostena z predchadzajiceho pripadu. Na kazdej
novopridanej hrane zvolime novy vrchol a tieto po dvojiciach spojime novy-
mi hranami. (Do kazdej steny kocky "vlozime" pismeno H.) Takto vznikne
mnohosten, ktory sa sklada z 24 stien, ktoré si 7-uholniky a 4-uholniky.

4. V mnohostene z bodu 3. je 12 vrcholov incidujicich so §tvoruholnikom
a dvoma 7-uholnikmi. Ak vynechdme 6 hran, ktoré s nimi inciduji dostaneme
mnohosten, ktory je kombinatoricky izomorfny s 12-stenom. Geometricky je
to mnohosten skladajici sa z 12 stien, ktoré maja tvar pismena T. Takéto
lopty sa pouzivali v tridsiatych rokoch. (Pre tuplnost uvedieme, 7e ventil
bol umiestneny v jednom Stvoruholniku a teda dva susedné patuholniky sa
zmenili na 6-uholniky.)

Ak vySSieuvedené tupravy urobme tak, aby sa zachovali vSetky roviny
podla ktorych je simerné kocha, tak dostaneme mnohosteny (a teda aj lopty)
s rovnakou grupou symetrii ako ma kocka.

Zadiatkom tohto storocia sa zacali robit futbal lopty s povrchom zo syn-
tetickych materidlov a toto umoznuje vytvaranie 16pt s roznymi kombinato-
rickymi Struktarami. Zaklad tvorila kozena lopta, na ktora sa nalepili rozne
tvarované diely. Cielom bolo vytvorit loptu, ktord by zachovavala tvar a
hmotnost, nenasakovala vodou, mala vhodné letové vlastnosti a pod.

Na majstrovstvach sveta vo futbale v roku 2006 sa pouzivala lopta Tango
(alebo Teamgeist), ktora sa skladala zo "6 piskot". Jednotlivé "piskoty" su
Stvoruholniky a ostatné steny Sestuholniky. Téato lopta je kombinatoricky
izomorfna s volejbalovou loptou (plné ¢iary na obrazku 2 vpravo). Na maj-
strovstvach sveta vo futbale v roku 2010 sa pouzivala lopta Jabulani, ktora je
(zdanlivo) kombinatoricky izomorfna s grafom Stvorstena, v ktorom st vSetky
(pozri obr. 3 vlavo) vrcholy nahradené 6-uholnikmi. Pri pozornom pohlade
si mozete vS§imnut, Ze kazdy 6-uholnik je doplneny troma hranami tak, Ze
z neho vznikne 6-uholnik a tri Stvoruholniky. Doplnené hrany vytvarajua
z trojuholnikov 9-uholniky.



Grupy symetrii pravidelnych mnohostenov.

Doposial sme sa zaoberali len kombinatorickymi vlastnostami mnoho-
stenov. V dalSej Casti sa budeme zaoberat grupami symetrii pravidelnych
mnohostenov.

Najskor si v§imnime stivis medzi kockou a osemstenom. Stredu kazdej ste-
ny kocky priradime novy vrchol. Ak z kocky odreZzeme 6 Stvorstenov, ktoré
st urcené trojicami novych vrcholo priradenych stendm so spolo¢nym vrcho-
lom a tymto spolo¢nym vrcholom, tak dostaneme osemsten. Z toho vyplyva,
7e kocka je simerna podla tych istych rovin ako osemsten. (Tento osemsten
je to konvexny obal Siestich novych vrcholov.) Rovnakym sposobom mézeme
z osemstena vytvorit kocku.

Vseobecne je zname, Ze kocka je simerna podla 9 rovin. Tri roviny su
ur¢ené stredmi hran a dalSich Sest dvojicami "protilahlych" hran. Roviny
simernosti kocky rozdeluju jej povrch na 48 elementarnych trojuholnikov.
Tieto trojuholniky moézeme rozdelitf do dvoch skupin tak, Ze ziadne dva tro-
juholniky jednej skupiny nemaji spolo¢ni hranu.

Pretoze pre kazda dvojicu elementarnych trojuholnikov existuje prave
jedna zhodnost, ktora prevedie prvy do druhého existuje prave 48 zhodnosti,
ktoré zobrazuju kocku na seba (tzv. symetrii kocky). Dvoma trojuholnik-
mi z jednej skupiny je urcena sthlasnd zhodnost, preto je 24 stihlasnych
a rovnaky pocet nestihlasnych zhodnosti. (Dva nesiithlasne zhodné utvary
v§ak nemozZeme stotoZnit v 3-rozmernom priestore.) PretoZe pri kazdom zo-
brazeni kocky do seba stred kocky je samodruzny bod existuje 24 otacani
(v&itani identity), ktoré zobrazuji kocku do seba. Zhodnosti, ktoré repro-
dukujua kocku, s operéaciou skladanie zobrazeni tvoria tzv. grupu symetrii
kocky.) PretoZe kocka aj osemsten su stimerné podla tych istych rovin su
grupy symetrii kocky a osemstena totozné.

Podobne, ako z kocky mozeme vytvorit osemsten, mdzeme z dvanaststena
vytvorit 20-sten a obratene. Pravidelny dvanaststen ma 15 rovin simernos-
ti, ktoré su urcéené dvojicami "protifahlych" hran. Ak povrch dvanéaststena
rozdelime prienikmi tychto rovin s jeho povrchom, tak tento sa rozpadne na
120 elementarnych trojuholnikov. Pretoze pre kazda dvojicu trojuholnikov
existuje prave jedna zhodnost, ktora prevedie prvy do druhého existuje pra-
ve 120 symetrii dvanéststena. Z tychto je 60 sthlasnych a rovnaky pocet
nesuhlasnych zhodnosti.

PretoZe Stvorsten je simerny podla Styroch rovin existuje 24 zhodnosti,
ktoré ho zobrazuju na seba. Z tychto je 12 sihlasnych a rovnaky pocet nesu-
hlasnych zhodnosti. Pravidelné mnohosteny maju tri rozne grupy symetrii.
Evidentne, ak z pravidelného mnohostena vytvorime novy mnohosten, ktory
mé rovnaky pocet rovin stimernosti, tak oba maji tu istd grupu symetrii.



Tieto fakty mozeme vyuzit pri rieSeni niekolkych uloh.

Niekol'ko tloh.

Uloha 1: Kolko navzijom neizomorfnych obodkovani méa hracia kocka,
ktorej stendm st priradené po¢ty bodiek od 1 do 67 Ako sa toto ¢islo zmeni,
ak budeme pozadovat, aby stéty bodiek na nesusediacich S$tvoruholnikoch
boli rovnaké?

Ak by kocka bola pevne prichytena k podlozke, tak pocet ocislovani by
bol rovny poc¢tu permutéacii 6-prvkovej mnoziny, t.j. 6!. Pretoze existuje 24
stihlasnych zhodnosti, ktoré zobrazuji kocku na seba, medzi 6! o¢islovanymi
kockami st skupiny po 24 kociek, ktoré maji po vhodnom otoceni rovnaké
ocislovanie. Pocet navzajom neizomorfnych ocislovani futbalovej lopty je %.
Hracie kocky, ktoré pouzivame v spoloc¢enskych hrach si bodkované tak, aby
sucet bodiek na protilahlych hranach bol sedem existuji len dve navzajom
neizomorfne obodkované kocky, ktoré si rovinovo simerné. Ak si hraciu
kocku postavime tak, ze na prednej stene je jedna bodka a na hornej dve,
tak na zadnej je ich Sest a dolnej stene pat bodiek. Volbu méme len na pravej
a Tavej stene, ktoré maju tri, resp. $tyri bodky.

Uloha 2: Kolko navzijom neizomorfnych obodkovani moze mat hracia
kocka, ktord méa tvar osemstena a stendm si priradené pocty bodiek od 1
do 87 Ako sa toto ¢islo zmeni, ak budeme pozadovat, aby sucty bodiek na
nesusediacich trojuholnikov boli rovnaké?

Uloha 3: Ak pituholniky klasickej futbalovej lopty postupne ozna¢ime
¢islami 1,2, ...... , 11,12, tak kolko navzdjom roznych (neizomorfnych) ozna-
¢eni futbalovej lopty existuje?

Ak by lopta bola pevne prichytena k podlozke, tak pocet oc¢islovani by
bol rovny poc¢tu permutacii 12-prvkovej mnoziny, t.j. 12!. Pretoze existuje
60 stuhlasnych zhodnosti, ktoré zobrazuji 12-sten (a teda aj loptu) na seba,
medzi 12! ocislovanymi loptami s skupiny po 60 16pt, ktoré maju po vhod-
nom otoceni rovnaké oc¢islovanie. Pocet navzajom neizomorfnych ocislovani
futbalovej lopty je %.

Uloha 4. Kolkymi spésobmi méZeme troma roznymi farbami ofarbit loptu
Jabulany "trojuholniky", aby tieto mali rdzne farby a Sestuholniky boli biele.

Ak pozadujeme, aby Ziadne dva trojuholniky nemali rovnaki farbu tak je
to %, t.j. dvoma spdsobmi. Existuje viacero vykladov zadania tlohy a preto
existuje aj viacero rieSeni.

Uloha 5. Lopta je vytvorena z trojuholnikov a patuholnikov, pri¢om kazdy
vrchol je vrcholom Styroch stien. Z kolkych trojuholnikov a patuholnikov sa
tato lopta sklada?

Pocty (20 a 12) stien vyplyvaju z vysSiuvedeného dosledku Eulerovej vety.



Vsimnite si, ako su "klasické" futbalova lopty vymalované. Zvy¢ajne sa
vychédza zo Struktiry stien. Niektoré lopty vytvorené z 5-uhonikov a 6-
uholnikov maji na mieste patuholnikov patcipe hviezdy, na inych si vyma-
Tované Sestuholniky roznymi ornamentami, pripadne namiesto Sestuholnikov
st trojuholniky (v tomto pripade kazdé dva trojuholniky sa "stretavaja" vo
vrcholoch stupiia §tyri.) AvSak vZdy tam najdeme prvky dvoch typov 12
vychédzajicich z patuholnikov a 20 vychadzajicich zo Sestuholnikov.

Pozorny citatel si moZze polozit podobné otazky aj o loptach, ktoré by
boli zloZené zo stien inych typov.

Zaverom uvedieme tri poznamky:

1. V skole sa $tudenti ucia, Ze uhlik sa nachadza v prirode v tvare sadze
alebo diamantu. V roku 1985 pribudla k dovtedy znamym modifikdcidm
uhlika d'alSia, ktora je tvoren& skupinou diskrétnych molekil nazyvanych
fullereny. Ich §truktira je rovnakd ako kombinatoricka struktira futbalovej
lopty vytvorenej zo 5-uholnikov a 6-uholnikov. Bol to tak vyznamny objav,
7e s relativne kratkym odstupom casu bola zan udelenid Nobelova cena za
chémiu. Podelili sa o fiu dvaja americki profesori Robert F.Curl, Richard
E.Smalley a Angli¢can profesor Harold W. Kroto. Pomenovanie fullereny mé
povod v tvaroch geodetickych démov, ktoré navrhoval americky architekt
Richard Fuller, ktoré boli skonstruované pri prilezitosti svetovej vystavy v
Montreale v roku 1967.

2.Zaujimavi kombinatoricku Struktiru mé klasicka (oranzova) basketba-
lova lopta. Pretoze je vytvorena z plastu nie je nutné reSpektovat fakt, ze v
kazdom vrchole sa stretavaju tri steny. VSetky vrcholy su 4-stupna a vSetky
steny s trojuholniky. 7Z Eulerovej vety vyplyva, Ze jej povrch sa sklada z 8
trojuholnikov a 6 vrcholov. Pretoze jednotlivé steny nie st to rovnostranné
trojuholniky, grupa symetrii basketbalovej lopty ma len 4 symetrii (dve rovi-
nové stmernosti, osova simernost a identita) a je podgrupou grupy symetrii
osemstena.

3. Ak si pozorne pozriete kombinatoricka Struktiru oficidlnych futbalo-
vych 16pt, ktoré sa pouzivali na majstrovstvach sveta v rokoch 2002, 2006 a
2010, tak mozete konstatovat, Ze ich grupy symetrii boli postupne grupami
symetrii dvanéststena, kocky a $tvorstena.
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